[bookmark: _GoBack]Лекция 4. Задача Коши и теорема существования и единственности. Линейные уравнения 1-го порядка
Цель лекции: Ставится задача Коши. Вопрос о том, когда решение существует, когда оно единственно, решается так называемыми теоремами существования и единственности. Эти теоремы очень важны как для самой теории, так и для практики. Более подробно рассмотреть линейные уравнения 1-го порядка.
Ключевые слова. Теоремы существования и единственности. Единственность. Особые решения. Теорема Пикара. Условие Липшица.
Теоремы существования и единственности являются конструктивными, т.е. методы доказательства дают и методы приближенного отыскания решений с любой степенью точности. Численному интегрированию дифференциального уравнения обязательно должно предшествовать обращение к теоремам существований и единственности. И это необходимо делать для того, чтобы избежать недоразумений или вообще неправильных выводов.
Краткое содержание
Задача Коши для обыкновенного дифференциального уравнения первого порядка заключается в нахождении функции  , которая удовлетворяет следующему уравнению:

и начальному условию:

где  - обыкновенное дифференциальное уравнение 1-го порядка,
 - заданное значение функции  в точке 
 - начальная точка, в которой задаются начальные условия.
Для дифференциальных уравнений n-го порядка Задача Коши состоит в нахождении решения уравнения:

удовлетворяющего начальным условиям:

Задача Коши для уравнения 1- го порядка, разрешенного относительно производной

состоит в нахождении решения, удовлетворяющего начальному условию:

Рассмотрим простое дифференциальное уравнение, записанное в разрешенном относительно производной виде:

Перепишем его в виде (1.3) уравнения в дифференциалах:
,
уравнение примет вид:
 
где  

Также это уравнение можно представить в стандартном виде (каноническая форма):

Пример задачи Коши: Найти решение ОДУ 

с начальным условием:

Задача Коши состоит в нахождении функции , которая при подстановке в заданное, уравнение обращает его в тождество и при этом выполняется условие  при .
Решение называется частным, если в каждой его точке сохраняется единственность решения задачи Коши.
Таким образом, задача Коши заключается в нахождении функции , которая решает это уравнение и при этом удовлетворяет указанным начальным условиям.
Задача Коши является важным понятием в теории дифференциальных уравнений, так как она определяет уникальность и существование решения задачи при заданных начальных условиях. Для некоторых типов уравнений задача может иметь несколько решений, одно решение или не иметь решения вовсе, в зависимости от свойств уравнения и начальных условий. Это видно на следующих примерах:
  Одно решение - уникальная траектория через точку . Пример:  
  Много решений - через одну и ту же начальную точку проходит несколько решений. Пример:  
  Нет решения — уравнение не имеет решения, удовлетворяющего начальному условию. Пример:  
Приведем несколько формулировок теорем существования и единственности без доказательств.
Теорема существования. Если в уравнении    функция  определена и непрерывна в некоторой ограниченной области  плоскости   , то для любой точки     существует решение начальной задачи 

                                                     (2.1)
определенное на некотором интервале, содержащем точку .
Теорема существования и единственности. Если  и  непрерывны в области, содержащей точку , то существует единственное решение задачи Коши в некоторой окрестности точки .
Теорема существования и единственности. Если функция  определена и непрерывна в некоторой ограниченной области    плоскости   , причем она удовлетворяет в области  условию Липшица по переменной , т.е.
                                    			 (2.2)
где,  –положительная постоянная, то для любой точки  существует единственное решение  начальной задачи (2.1), определенное  на некотором интервале, содержащем точку .
Основной теоремой, обеспечивающей не только существование, но и единственность решения задачи Коши является теорема Пикара:
Теорема Пикара. Если правая часть уравнения (1.1):

определена в прямоугольной области с центром в точке :  и удовлетворяет в ней двум условиям:
1)  непрерывна и,следовательно, ограничена в : ;
2)  существует и ограничена:

где  - положительная постоянная, то уравнение (1.1) имеет единственное решение , удовлетворяющего начальному условию:   , заведомо определенное и непрерывно дифференцируемое в   интервале, содержащем точку : 

Доказательство приводится методом последовательных приближений. Предварительно вводятся понятия интегрального уравнения, условия Липшица. Доказываются лемма об эквивалентности, о выполнении условия Липшица, лемма Гронуолла-Беллмана.
Теорема о продолжении решения (иногда её называют теоремой о максимальном интервале существования) — это важное дополнение к теореме Коши о существовании и единственности решения дифференциального уравнения.
Теорема о продолжении решения. При выполнении условий теоремы существования или теоремы существования и единственности всякое решение задачи Коши (2.1) с начальными данными  может быть продолжено до точки, сколь угодно близкой к границе области. При этом в первом случае продолжение, вообще говоря, будет не обязательно единственным, во втором же случае оно единственно.
Теорема о продолжении решения. Пусть дана задача Коши для обыкновенного дифференциального уравнения:

где функция  и её частная производная   непрерывны в некоторой области , содержащей точку ,

Тогда:
· Существует единственное решение 
, определённое в некоторой окрестности точки .
· Это решение можно продолжать шаг за шагом до тех пор, пока точка 
остаётся внутри области .
· Если решение нельзя продолжить за пределы некоторой точки , то:
· либо точка  покидает область , 
· либо функция  стремится к бесконечности при приближении к .
Из теоремы о продолжении решения следует, что:
· Если в области, где решается задача, функция  "хорошо себя ведёт" (не имеет разрывов, особенностей и т.п.), то решение можно продолжать сколь угодно далеко.
· Решение "заканчивается" только тогда, когда: 
· либо уравнение перестаёт быть корректно определено (разрыв в  или её производной),
· либо решение "улетает" на бесконечность за конечное время.
Теорема существования и единственности решения дифференциального уравнения играет фундаментальную роль в математике, теории дифференциальных уравнений и моделировании реальных процессов. Теоремы существования и единственности являются конструктивными, методы его доказательства дают также методы приближенного отыскания решений с любой степенью точности. Они необходимы, чтобы избежать недоразумений или неправильных выводов.
1.Гарантия существования решения
Теорема утверждает, что при определённых условиях на функцию , в задаче Коши:


существует хотя бы одно решение в некоторой окрестности точки ​. Так, задавая математическую модель, мы должны быть уверены, что она описывает реально возможный процесс. Без этой теоремы нельзя утверждать, что уравнение вообще имеет смысл.
1. Гарантия единственности решения.
Кроме существования, теорема устанавливает уникальность решения. Если начальное условие задано однозначно, то мы получаем единственную траекторию решения, а не множество вариантов.
Это особенно важно в задачах физики, химии, биологии и экономики:
· если заданы начальные параметры системы,
· и если законы её эволюции описываются корректной функцией,
то будущее состояние системы однозначно определяется
2. Контроль над корректностью модели.
Теорема помогает понять, когда модель имеет физический смысл.
Например:
· Если функция , непрерывна и удовлетворяет условию Липшица:

то решение будет существовать и единственно.
· Если условие Липшица нарушено, могут появляться множественные решения или отсутствие решений вовсе.
3. Связь с методами решения
Без гарантий существования и единственности нельзя применять аналитические или численные методы, так как:
· численный алгоритм может расходиться, если решение не единственно;
· аналитическое интегрирование бессмысленно, если решения не существует.
Пример. Решение задачи Коши:



имеет вид

· Здесь  непрерывна в любой области, поэтому локальное решение существует.
· Однако, при  решение .
· Следовательно, максимальный интервал существования: 
· После  решение не может быть продолжено, потому что оно "взрывается" за конечное время.
Линейные дифференциальные уравнения. 
Линейное дифференциальное уравнение первого порядка — это уравнение вида:
                                             (6.1) 
где 
   - неизвестная функция,
   и   - заданные функции переменной (или постоянные),
   - производная функции  по .
Таким образом, линейным дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение, линейное относительно неизвестной функции и её производной, т.е. неизвестная функция и ее   первая производная входит в уравнение в первой степени, без умножения друг на друга. 
Если , то уравнение называется линейным неоднородным, а если   то уравнение называется линейным однородным.
Для доказательства существования решения уравнения (6.1) используется метод вариации постоянной (метод Лагранжа), идея которого заключается в следующем:
Сначала решается линейное однородное уравнение:
                                                         (6.2)
и находится общее решение однородного уравнения:

где  — константа.
Затем константа  заменяется новой неизвестной функцией , чтобы учесть неоднородный член :
                                                (6.3)
Поиск функции : 
Подставляем (6.3) в исходное уравнение (6.1)

Сокращаем одинаковые члены:

Находим :

Интегрируем:

Подставляя  обратно в (6.3), получим общее решение линейного уравнения первого порядка

Теорема существования и единственности (для линейного уравнения первого порядка). Если функции   и  непрерывные на интервале  и задана начальная точка  с условием , то существует единственное решение уравнения на всём интервале , удовлетворяющее этому начальному условию.
Это означает, что через каждую точку  полосы
  
проходит одна и только одна интегральная кривая уравнения (6.1), определенная при всех  на интервале .
Вопросы для самоконтроля:
1. Чем отличается дифференциальное уравнение от задачи Коши?
2. Напишите постановку задачи Коши для уравнения n-го порядка.
3. Сформулируйте Теорему существования и единственности.
4. Сформулируйте Теорему о продолжении решения.
5. Напишите условие Липшица?
6. Какое уравнение называется линейным?
7. В чем суть метода вариации постоянной?
8. Условия существования единственного решения линейного уравнения 1-го порядка?
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